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IMTRODUCCION: 
- 
Nos proponemos estudiar operadores in tegra les singulares sobre c i e r -  
tas superf i c i es  r e c t i f  icables. 
, En 1977, A.P. Calderbn [I] demostr6 e l  resultado s iguiente:  Sea r 
una curva en e l  plano complejo dada por l a  ecuac ibn z ( t )  = t + iq ( t )  donde 
~ ( t )  es una funcibn a valores reales, de l a  recta rea l  con derivada acotada 
1 y s e a  A f = -  dz (s) E > 0 . Entonces e x i  s te  a I . 2 s - z t  V c .  27 i I S-t 1 >€ 
t a l  que II$'II_< a imp1 ica que e l  operador sup I A ~ , ~  f l  es de t i p o  dgb i l  
r>O 
(1-1) y acotado en L' , 1 < p < - . 
R.R. Coifman, Mc lntosch e Y. Meyer, [ 3 ] ,  mostraron en 1981 que se pue - 
de reernplazar e l  n fc leo  de Cauchy por todo n f c l eo  ~ ( z ( x )  - z(y) )  donde K 
es una funcibn impar, positivamente homog6nea de grado -1 e indefinidamente 
der ivable en c*= C - f o }  . 
En 1983, Guy David [ 6 ]  extendi6 este resul  tad0 a un caso ma's general 
donde r es una curva casi Zipsdhitzimra,basa'ndose en 10s dos t rabajos 
anter iormente c i tados. 
n Ahora nosotros estudia remos operadores s i m i  la res en R , donde K es un 
nfc leo impar, homog6neo de grado -k(k< n) e indef inidamente der ivab le  en 
R" - (o )  . 
Dada una medida P que cumpla p ( ~ ( k ~ , r ) ) < c r ~  Y X ~ E R " ,  definirnos 
Dada una super f ic ie  r e c t i f i c a b l e  X , de dim k en R", que cumpla c i e r t a s  
propiedades, definimos l a  medida a, con soporte en Z que da l a  noci6n de 
Srea de l a  super f ic ie .  
E l  teorema pr inc ipa l ,  que probamos en e l  pardgrafo I V ,  es que 
* 
Tp : L ~ ( & )  +L' (do) es continuo cuando CJ es l a  rnedida soportada sobre una 
superf i c  i e  que genera 1 i za l a  noc i6n de curva casi-Zipschitz. En e 1 parb- 
* 
grafo V estudiamos l a  continuidad del operador .maximal To cuando o es l a  
medida "elemento de drea" de una superf i c i e  "arco-cuerda" con una parame- 
t r i z a c  i6n adecuada. 
Estos resul tad0 se basan fuertemente en un teorema probado en e l  pard 
- 
* grafo I I I que d ice que To : L~ (do) + (do) es continuo cuando o es l a  med ida 
en R" asociada a una superf i c i e  Z que es g rd f  ica de una funcidn de L ipsch i t z  
k de R en . 
Esta es una general izaci6n a mss dimensiones de l o  probado por Coifman, 
. 
Mc lntosch y Y. Heyer [ 3 ] ,  en e l  caso unidimensional. 
En 10s pardgrafos I y I I dams las def in ic iones y hercamientas bds icas 
para poder acceder a 10s resultados antes mncionados. 
I .  Desiaualdades Maximales 
En esta  primera p a r t e ,  definimos funciones maximales destinadas a 
reemplazar aque l las  de Hardy-Littlewood en un context0 g e o d t r i c o  un poco 
d i f e r e n t e .  
' La proposicidn 1 es una genera l i zac i6n  de l a  desigualdad c l a ' s i c a y l a  
demostracidn es una adaptaci6n a nuestro caso p a r t i c u l a r  de l a  a n t e r i o r .  
Definioidn I :  Se denota T 1 a 0-21 gebra de Bore1 en Rn y Aa e 1 con j u z  
t o  de rnedidas de Radon pos i t i vas  P:T + [ o , - ]  ta les  que ex i s te  una constan - 
t e  c = c @ )  3 0  t a l  que V x  E R "  y Y r > o  , se t iene 0 
p { x r R n  / I x - x o l G  i ) C c r a  ( l g a  C n )  
Definicidn 2: Sea P c A a  y sea f EL ' (& ) .  Se denota H f : ~ "  + 10,-1 l a  P 
funcidn def in ida por 
H f ( x ) =  sup .f C1 . .. If(y)Idcr(y) r > o  ra l y - x l C r  
~ s i e i d n  2: Sean P1 y p 2  dos elernentos de A . Entonces 4 p~ (I,= 1 
a 
e x i s t e  C = C @ ~ , P ~ ; P )  t a l  que Y f  E LP (dpl) se t iene: 
Demostracidn: 
l o )  p = -  f E L ~ ( P ~ )  + I f ( x ) I C  ! f l  salvo un conjunto de medi 
",P 1 
da PI cero 
1 4, f (x,) = SUP - I 
s I f  (Y) l d P i ( ~ )  r ra . IY - x O I  < r 
Entonces (2) 
2O) (debi l  1-1) 
Sea o = {X  E ln / W~ f (x) > A }  
1 
0 es ab ie r t o  pues f i jado un r o  , l a  funcibn 
x j If(y)ldCcl(y) es continua. 
rgU l y - x l ~  ro 
Considerams 10s discos Dr= {y / l y - x o l <  r}  con X O E O  y r t a l  que 
1 I - I f ( Y )  IdCcl(Y) > A 
' ra l y - x o l < r  
Entonces ra h < j I f(y){dCcl(~) < i f 1  
IY - x o I  < r 1,Pl 
.Bar l o  ' tanto  10s radios. son acotados. 
Por e l  lema de Besicovi tch [ 7 ]  ex i s te  una subfami 1 i a  numerable {D  I* r i i = l  
t a l  que O c U D  y E x D  ( x )<k (n )  
r. 
I i r i  
Por l o  tanto 
3") 1 < p < . Se hace interpolacibn.  
Sea f E ~ ~ k ~ )  1< p < a  . Dado A >  o , escribimos 
h 
f (x) = g, (x) + h, (x) con gA (x) = { f ( x )  s i  I f ( x ) I  < -- 
0 X s i  I f ( x ) I >  -- 
X De l a  def i n i c i b  resul ta lgX(x) I < 7 J & x r l n  2c ~ 1 )  
y por tanto es: 
A Entonces s i  H f ( x )  > A  , resulta fl hX(x) > T  
Pl Pl 
Por tanto: 
Y entonces, de acuerdo a l o  probado en e l  punto 2 O )  - 
Resumiendo: 
De esto resul ta :  
p o i  tanto 
I# fll < c l f I l  c depende ~ 6 1 0  de n y p 
P l  P,P2 P,Pl 
I I. Operadores Haximales 
Sea K:R" - { o ]  -t C una funci6n C - ,  impar y homogenea de grado 
Y P € A a  y + e  > o se def ine e l  operador f sobre ~ ~ ( d p )  as i :  P 
* .  
T p f ( x ) =  sup IT;~(X)I 
€ > O  
Definicih 3: P a r a  toda md ida  de Radon o c A a ,  se d ice que D E E  s i  ex is  -
t e  .una constante y > 0  t a l  que V r > 0 y V x o  perteneciente a1 sopor- 
t e  de o se t iene 
Con estas definiciones, enunciamos e l  s igu iente teorema, cuya prueba ocu- 
pard e l  res to  de este pardgrafo. 
Teorema I :  Sea o a E  y  PEA^. Sea K E C - ( R ~ - { O ) )  impar y homogbneo de 
* 
prado -a . Supongarnos que 4 p E (15"") , To sea acotado de LP (do) en LP(do) . 
Entonces aF p E (1 ,w) se t iene 
(9 
son acotados. 
* To: LP (do) + LP(&) 
Lema 1: S i  p E Aa , entonces 
. . 
T* : LP (dp) + .LP (do) CC 
(1.0) r J  I f  (x) 1 a+ 1 & (x) c nlf (xo) I x - x 0 I > r  I x - x o I  
w 
r J .  ~ JLwL dp(x) = r L: J .:- 1 f (x) 1 
a+ 1 dP ( lo  G I x - x 0 l > r  I x - x 0 I  i<= o r 2 k < ~ x - ~ O l  g ' r 2  k + l  
s rE.  1 
a+1 k(a+l )  $ l f ( x )  I@(X) G E M f (xo) = k=O r 2 k+ 1 k=O 2 k-a p l x - x 0 I  < r 2  
Lema 2: S i  o ~ z ,  entonces existe-una constante c t a l  que 
(11) 
Dernostraci6n: Sea xo E !tn . Est imarems < f (xo)  independ iente de E . 
Sea D, l a  bola de rad.io E , centrada en xo ., 
Sea X E D  E /2 Sea f=fl+fz 
' La  G l t ina  desigualdad se deduce de (10) 
Por tanto 
0 
Estimaremos ahora T f 2 ( x )  . Para e l  l o  tomarnos E 1 > 0 igual  a1 rad io  de 
u 
l a  bola centrada en x  que sea tangente a Dc 
De (12) y l a  est imacidn rec ign  obtenida, se deduce 
S i  d(x0) =d(xo,sop a) , promediando en (13) con respecto a x y a ,  
resu 1 t a  
ler.  Caso: xo E sop u - bmo u E Z, c r ( ~ ~ / ~ )  2 c (e /2 )a 
De (14) se sigue: 
< c H u ( ~ ~ f ) ( x o ) + c f l u f ( x o )  y 6s ta  es l a  est irnacidn (11) que 
querlamos probar. 
E 2do. caso: d (xo, sop u ) = d (x0) C 
Sea x l  € s o p a  e l  punto que r e a l i z a  l a  d i s tanc ia .  
e Sea Dl l a  bo la  { x /  I x - x l l  4 7 - d(xO)} .  Entonces Dl CD (xo)  
- €12 
f 
CJ(D€/~) u (Dl) a c ( y -  - d ( ~ ~ ) ) ~ 2  c(%)' y de (14) se deduce 4 
* 
IT; f ( x O ) I  C Mu (T, f )  (xo) + c  Muf(xO 
. y 6s ta  es l a  e s t  imac i6n (1  1) que querlamos probar. 
3er. caso: d (xo)  9 e < 4 d(xo) 
IT: f (xo)  IT^^(^^) f (xo) I + f (x0) - ~ : ~ ( ~ 0 ) f  (XO) Iu 
Por. e l  2do. caso 
De l as  desigualdades ( I S )  y (16) se deduce l a  es t  imaci6n (1  1) que que que- 
rTamos proba r. 
Sblo debemos considerar e 2  d(xo, 'sopo) pues s i  E - :  d(xo,sopa) , 
f , f ( ~ ~ ) = ~ ~ ( ~ ~ ) f ( ~ ~ )  (3 y e s  e l  3er. caso. 
DemostracZdn deZ Teorema I: 
Primero dernostraremos l a  af i rmaci6n (8): 
S i  T;:LP(u)+ L'(u) , I <  p <  - , U E Z .  Entonces 
* 
T :LP(a)  + L P ~ )  +PEA 
u 
Por lema 2 I T : ~ I I ~ , ~  < c ( l ~  T* fll 
0 0 P?P +It iaf l  I PsP 
Por l a  proposici6n 1: 
* 
por l a  h ip6 tes is  hecha sobre To . 
~ h o & a  dernostraremos l a  a f  i rmacidn (9). 
* 
Sabemos por (8) que Y 1 < p < =  , T  : LP(o) + L P b )  es continuo. 
a .  
1 Entonces sea q/ p + = 1 
Y E >  o V f ~ ~ ~ ( d o )  Y ~ E L ~ ( ~ C I )  
~ a d a   EL^(^') , definimos f g r ( ~ ~ ( d o ) ) *  I: Lq(do) por Ir Cc (c g,f) =.f $ ~ ( x - y ) f ( y ) g ( x ) d o ( y ) d p ( x )  * f & ~ ~ ( d c f )  I y  - X I  > e  
(17) d ice que T;: Lq (a) + Lq (dcr) es continuo y 
IT;! C c V e  > o . Por l o  tanto ex i s te  una sucesi6n E .  t a l  que l a  suce 
P .  J 
s idn de operadores ~ ' j  : Lq (dp) +. Lq (do) converge deb i lrnente a un opera CL - 
dor llarnado T y ... IT I f <  c . Cr CL P 
Estimemos ($f) (xo) xo E sopa , E > 0 f E C: 
Sea D, e l  d isco de rad io  € centrado en xo , 
,: b ;  - 
. *, 
. . 
I . '  
-. 
f = f l + f 2  , f l = f X  f 2 = f - f l  Sea x c . D  (xo)  
D€ € / 2  
~f, f(x0) 1 = Tp f2 (x0)  = [Tp f2 (x0)  - Tp f2 (x ) l  + Tp f2(x)  
[ T P f 2 ( x O ) - T  f2(x)1 se estima igual que en e l  lema 2 y resul ta  P 
1~~ f2(xo)  - T~ f 2 ( 4  14 c n f ( x0 )  Cc 
Por tan to 
Promediamos en D (xo) 
€/2 
~ 1 . '  c - 
' I 1 ;  ;. 
. - 
c.; 
. . -  
: 'L 
1 ,  r 
~ : t;.: 
8 ' 
- 
. . 
' #  2 .  
I . ,  - _ '  
1 : .  
- *  
I F  
I " 1' 
- ' : -.-. 
1 - 
i- '
- 
. .  - 
I 
& I , ,  L 
,, - -  
I C 
I - 
1 .  : 1 -. 
1 
~ .; ' 
11 1 : - '  
- 
I 
I . -  
I '  
' I  - 
r 
Entonces 
y esto implica la continuidad de 
T*: L' (dp) + L' (do) P 
I I I. Operadores Maximal es sobre superf i c i e s  dadas por "grbf icas" de funcio- 
nes de L i ~ s c h i t z  
Ahora demostraremos un resul  tad0 bdsico para l a  prueba de 10s teoremas 
3 y 4 que es 1 a cont i nui dad del operador maximal T: : L' (do) + L' (do) donde 
a i s  l a  medida " integraci6n sobre El1 y E es una supe r f i c i e  dada por l a  
k n-k g r d f i c a d e u n a f u n c i d n d e L i p s c h i t z  $ : R  + R  . 
En e l  caso unidimensional y a l a  long i tud  de arc0 sobre una curva y, 
este resul tad0 fue probado por  R.R. Coifman, A. Hc lntosch e Y. Meyer en 131 
Y 141 
Ahora damos una demostraci6n basdndonos en e l  &todo usado por  R.R. Coif - 
man, G. David e Y. Heyer en [S] que es a su vez una ap l i cac idn  del &todo de 
rotaciones de A. P. Calder6n [2]. 
k Sea @ :R -+ R" def in ida por 
1 
con .9. E L i p  y constante de L ipsch i tz  H . 
J j 
Sea II = d(n-k)$ + 1 con M0 = mex I M .  1, entonces @ t t ipl con r o n s t a ~  
4 * J 
t e  de L ipsch i tz  G M  
@ define una super f i c ie  S de dim k en R" 
Se quiere d e f i n i r  una medida o que general ice l a  nocidn de drea de una su- 
pe r f  i c i e  regular: 
t 
~i ~ E C ~ ( R " ) ,  sea A ( f ) = J  f0@(xl ,  . . . , .xk) \ /det(J@.J@'.)  d x i - - * d x k  
~k 
. con . J @  denotamos l a  matr iz  jacobiana de @ . 
Esta funcional A es pos i t i va  entonces, p o r  e l  teorema de Riez, e x i s t e  una 
a-a' lgebra de Bore1 y una medida o de f in ida  sobre esa o-a' lgebra, t a l  que 
( 1 9 )  A( f )  =Jnf d o 4 f E CO (R") 
R 
Pr,oposici&z 2: La medida a def in ida ar r iba,  pertenece a C 
1') o & A k :  Corn @ es de L ipsch i tz  con constante M, l as  derivadas parc ia  -
l es  son acotadas y por tanto 
\/ det I#'( J@) 4 C 
Entonces : 
0 (B(xo ,r)? = I 4 det &f J @  dxl.. .dxk C I dxl;. .dxk 
( ~ ( x o ,  r )  n S) @-' @(xo, r )  n s )  
pe ro  
4-' (B(x0,r) n s) c B ( r l  (xo) , r)  (rl = proyecci6n sobre las primeras h 
componen tes) pues 
-En tonces 
j- dx I... dxk < dx l...dxk=c r K 
6' ( ~ ( x o ,  r )  n S) ~ ( x l  (x0), r )  
Por tanto o ( ~ ( x ~ , r ) ) <  c r  k o sea o E A K  . 
k 2 ' )  o(B(x0, r ) )  2 C r para xo E sop o pues 
'n-k, 
1 0  
0 1 
. 
0 0 
'11 ' 
. . 
. . 
. . 
'n-k, '' 1 n-k, 
0 
0 
. 
1 
'lk 
2 'n-k,k 
Sea P = B B '  en toncespes  s i & t r i c a y d e f i n i d a p o s i t i v a .  Por t a n t o p  
diagonal iza. 
Sea {vi} l a  base de autovectores y A i  10s autovalores. 
Por ser P def in ida posit.iva, 10s autovalores son mayores o iguales a cero. 
(I+ P) vi = (1 + li) vi Por tanto - I + P diagonal i za  en l a  misma base 
con autovalores mayores o iguales que .1 
y corn sq? J)' = I+ P,  det ( J@ s ) ~ )  1 
Sea x g ~ s o p o .  Tom B(x0,r).  
. . 
Por tan to  @(y) E B(xO,r) o sea (B (xo ,~ ) )  3 B ( ~ ( x o )  9 r / ~ )  
En tonces 
= -t rk donde C depende de k y M. 
De lo) y 2") se deduce a E X  que es l o  que se quer?a probar. 
Teorema 2: Sea K E c"(R" x R"-{o)) iinpar y homggnea de grado-k. Sea 
#:Rk+Rn def in ida pot- 
1 
O(xl.. .xk) = (x1 '. . . xk' '1 ( ~ 1 . .  .xk), . . . P ~ - ~ ( X ~ . .  .xk)) con 9. E L i p  y J 
I l@ ' l lwGM y s e a  Suna super f i c ie  dada por 
a l a  medida def in ida en (19).  Entonces 
V p ~ ( 1 , m )  ex i s te  una constante C = C ( ~ , H , ~ )  t a l  que 
pon iendo T: f (x) = sup I $ K(X - y) f (y) do (y) 1 
e>o I X - ~ I  > e
Antes de demostrar este teorema, probaremos un resul tad0 muy s i m i l a r  en un 
context0 un poco d i ferente.  Es l a  s igu iente 
Pmposicidn 3: Sea K E cm( ln  x R" - {o})  impar y homgBnea de grado-k. Sea 
S una super f ic ie  en R" def in ida por s = { ( x  l...x,)/ $ =cpl(xl ..., xk) ,..., 
.xn = qn-k } 
1 
con cp. E L i p  con constantes M Entonces e l  ni icleo 
J .i ' 
N(X ,Y )=K(X~-Y~ , . . .  . xk-yk,  cpl(x) -cpl(~),..., P ~ - ~ ( x ) - ( P ~ - ~ ( Y . )  1 
es un ndcleo de Ca lderbn-Zygrnund sobre ilk (ver [ 41 ) . 
S i  esta proposici6n es c ie r ta ,  entonces definiendo 
T* acotado de Lp (Rk) en Lp ( R ~ )  y de t ipo dBbi 1 1 - 1 . ( ~ s t o  fue probado 
por Ca 1 derbn-Cot tar-Zygmund en [ 51 cap I V )  . 
k k  Lem 3: Sea K(x,y) e L- (R x R ) una funci6n t a l  que para una c i e r t a  
constante c>o , para todo xo r R k  y Y v r sk-', e l  nGcleo 
K ( X ~ + V S ,  X 0 + v t )  I S -  t lk-l E R ~ )  
def ine un operador acotado sobre L2(R) de norma < C. 
k k Entonces l a  norma del operador T :  L ~ ( R  ) + L ~ ( R  ) def in ida por e l  niicleo 
~ ( x ~ y )  no pasa de %- 1 donde Ok-l es l a  supe r f i c i e  de l a  esfera Sk-l 
2 
Este lema esta' enunciado en [ 4 ] .  La demostraciBn es una ap l icac i6n del 
d t o d o  de rotac i'ones . 
k Sean x , y ~ R  Sean e>O y p =  (ql ,..., pnmk) Y 
- NE(x?y) ' K(X-Y, PO() -P(Y))  X l x_y l  2e  entonces 
2) N, (xo +US, x0 + Y t )  1 s - t 1 k-l = i-4 (s, t) def ine un operador acotado e 
sobre L ~ ( R )  de norma G C . 
donde A es l a  cota de K en. e l  compacto Skml x B(O,M) con t4=ma'x(hIi) . 
k- 1 Veamos 2): ~ ( s , t )  = I s -  t l  ~ ( x ~ + v s ,  xo+ v t ) =  
Sea $(s) = p ( x o  + xs) JI es de L ipsch i  t z  con constante H. Sea 
F :  R " - ~  + C C- def in ida  por ~ ( p )  = K ( v , ~ )  entonces 
, (m) = K (v, v ( x o + ~ ~ ) - v ( ~ ~ + v ~ )  ) 
s - t s - t  
y estamos en las  condic iones del teorema 2, pag. 3 de ['+I . Entonces 
~ ( s , t )  def ine un operador acotado sobre L 2 ( ~ )  por: 
. 
~f (t) = l i m  j ~ ( s , t ) f  (s)ds 
E + O  1 s - t p e  
Esto va le  usando que K es homoggnea de grado-K y. que s i cp es de Lips- 
ch i t z ,  cp es absolutamente continua, entonces es der ivab le  p.p. y 
- IS 
~ ( s ,  t )  se ca lcu la  con l a  regla de l a  cadena como d is t r ibuc iones.  8 s 
;?r 
Entonces ~ ( s , t )  es un nGcleo de Calder6n-Zygmund y N resu l ta  acotado 
;?r 
en L2(11). Pero de esto  resu l ta  l l ~ ~ f I 1 ~ 4 I I ~  f l 1 2 ~ c l l f l 1 2  con c indepen- 
d iente  de E ys por e l  lerna 3 , Ne (X , y) def ine un operador acotado sobre 
k L2(R ) de n o r m  no superior que c"k- 1 . Lo denotamos TE y luego 2) 
2 
Por tanto  
cw 
11 Tell C k- 1 . Entonces ex i s t e  una subsucesidn {e. ) t a l  que T 
2 J 'j 
converge dgbi lmente a un operador T o sea T, f + Tf en L~ Y f E L~ 
j 
Por t a n t o  a F f  cont inua, de soporte compacto y p.p. x d s o p  f , 
T f  (x) = I i m  T,f(x) = l i m  I N ( x , Y ) ~ ( Y ) ~ Y  I 
. ej?O J e.+ o I x - y l  > e. J J 
y E sop f 
= I  N(x,Y) f ( y ) d y = I N ( x , y )  f ( y ) d y  
y E sop f 
Para que ~ ( x , y )  sea un n f c l e o  de Calderdn Zygmund, s d l o  fa1  t a  probar l a s  
acotac iones : 
Prueba de a) : 
1 
l ~ ( x , y ) I  = IK(x-Y, cp(x)- pCy)I - ,(x-v , p ( x ) - q ( y )  ) 
lx-Ylk Ix-Yl Ix-y l 
y K es acotada en e l  compacto *k-1 x B(o,H) 
b) KEC- (R"  x R " -  { o } )  y p es de L i p s c h i t z  po r  t a n t o  d e r i v a b l e  p.p. con 
derivada acotada por  M. Vale l a  reg la  de l a  cadena para d e r i v a r  l a  d i s t r i  
- 
buci6n composici6n y entonces: 
y e s t o  pues l a s  derivadas p a r c i a l e s  de K son homoggneas de grado-(k+l).  
Demostmcibn deZ Teorema 2: 
Sea ~ E L : ( R ~ )  sea x ~ s o p o = S  
p Jt l/ 
- IIT:~II = [ ~ ~ z f ( @ ( x ) ) l  det J@J@. dxk] p  G .  
P ,a 
Rk 
- < c [ J (T f ( fo@ .\/ det ~ 5 d . j )  (xk) + C  n ( f o @ )  (xk) IP] p - 
R~ 
La l e t r a  c no siempre denota l a  misma constante. 
. Ahoraharemos unagenera l izac i6n del teorema2, a un casomzs general, 
donde l a  medida a est5 soportada sobre una supe r f i c i e  S que se obt iene a p l i  
.i 
cando un movimiento r i g i d o  a una supe r f i c i e  S que es g r z f i c a  de una funci6n 
de L ipsch i t z .  
n n Sea A(;) = x  + T x  , A: R + R  , x 0 c  Rn, T l i n e a l  t a l  que 
4 0 
t T T = I  
4(x1,...# xk) = ( P ~ ( x ~ , . * . ,  xk),.*., Pn(xl,****, xk) = 
= A(xl,. .. Xk 9 $ 1 ~ 1  . -  x 9 -  - 9  $ n k (  X 1) Con $. & Lip1 k J 
y constante M Entonces 4 es L i psch i t z  con cons tan teGM = J ( ~ - K ) M ~  + 1 j ' o 
M = m$x IM. 1 pues IA(x)  - A(Y) 1 = Ix-Y 1 (T preserva &dulo) . 
O J J  
Sea S l a  supe r f i c i e  de d.im k en R" def in ida  por  $I y a l a  medida cons A A 
tru$a como en (19) soportada sobre SA. 
PYroposici6n 2': -a def in ida a r r i b a  pertenece a C . La demostraci6n sigue A 
igual que l a  demostraci6n de l a  proposic i6n 2 usando e l  hecho que 
J&X) J$(x) = J ~ ( x )  J\P(X) *(x) = (x, q1(x),..., * ( X I )  
n-k 
Teoremr 2': Sea K E c = ( R ~  x Rn - {o})  impar y homoginea de grado -k, 
(I y crA def in idas como antes, en tonces 
I 
. IIT* fll G c Ilf.11 donde 
aA Pya* P ,aA 
T* f (x )  = sup ) I  K(x-y) f ( y )  doA 
"A E > 0 i IX-yl I 
&mstmcih: Sea $ = ($1, = . . , $n-k) 
T* f ( + ( x ) )  = sup 
u I $...K(4od-y) f (y)  du (y) = A E > 0 I x - ~ ~ > E  A I 
= sup j K(4()0 - 6(y) )  f (4s5(y)) Jdet ~ ( ~ . 7 (  dy = 
E ' O  
-- - 
= sup KOT ("P(x) - *(y) fO4(*(y) ) J f l t ~ p  dy 
' E  > 0 
4 
= f +  ( ~ Q A )  (p(x) )  donde T* t i ene  como nGcleo a KoT que es impar, ho 
u - 
mogsneo de gr-k y C=(R" - 103) y u l a  medida soportada sobre l a  g r 5 f  ica 
Entonres T I  f ( 4  (x) ) = 7; ( f ( ~ ( x )  ) . u A:. 
$I; IT: f ( ( (x ) )  I P  Jdet J$~J) dx = jk fi* ( f o  A )  (*(x)) d d e t 3 ~ J ~ d Y  
R - A  R * .  ' 
Pero I l fOAI IP = jk I f .A(Hx)) lP Jdet 3 u f ~ l d x  = 
P R 
= Kkl f (@(x)  lP JdetJmtJh d? = 11 dlP . . resul t a  
R . P soA 
. "  - 
I V .  Operadores Maximales sobre superf i c  ies ma's generales 
* 
Ahora probaremos l a  continuidad del operador maximal T : LP(dCc) +LP(do) Cc 
p c A y a medida " integracibnt t  sobre una superf i c i e  que cumple c i e r t a s  
prop iedades que genera 1 izan las  que sat i sfacen 1 as curvas "casi l ipschit-  
I 
airmas" def i n  idas por Guy David en [ 61 . 
Para probar este resul tado, usamos fuertemente e l  teorerna 2) y desi-  
gualdades del t ipo "buenas A" de Burkholder y Gundy. ' 
V 
Por bl t imo, darnos un ejemplo de una supe r f i c i e  que cumple todas las  
.h ipdtes is  impuestas en e l  teorema 3) y que no se l a  puede d e f i n i r  g loba l -  
- mente corno l a  gra'fica de una funcidn de L ipsch i tz .  
Teorerna 3: Sea S una supe r f i c i e  def in ida por  p : ~ ~  + Rn k < n , q sa- 
t i s fac iendo  las  hi.pGtesis (1). u l a  medida " integraciFn sobre S",ptzAk 
y K un nGcleo sat is faciendo las  h ipd tes is  del teorema 2. 
>* 
' ~n tonces  e l  operador maxima1 asociado T es acotado de LP(dp) en ~ ' ( d a )  P 
'., ' 
- ... 
. . 
: I - . i.. 
Hipdtesis f I )  : 
8 .  
, , , es de L ipsch i t z ,  propia, es de rango k y 
i i i) Y Q rubo de Rk, ex i s te  K cornparto rontenido en C, con srea KQ 2 Q 
> v .  Srea Q. v E ( 0 , 1 ) ,  t a l  que q ( ~  ) esta' contenida.en. la imagen de Q 
$(x)  = A O ~ ( x )  
t A: Rn + R" ~ ( x )  = xo+Tx, T l i n e a l  y T T = I 
L: R~ + R" ~ ( x )  = ( x , l ( x )  ) l : R k  + R ~ - ~  de L i p s r h i t z  con ronstante H 
( i ndepend i ente de Q) . 
tema 4: Sea ok la medida de f in ida  sobre l a  o d l g e b r a  de 10s conjuntos de 
k Bore1 de R por . e 
A $ A 4 det  Jq $ dxl. .  .dxk 
k  Sea u :R + [o,-] una funcidn (uk medible) que-coincide, fuera de un com- 
k k pacto con una funci6n de L ~ ( R ~ , ~ C J ~ )  y v : R + [ 0,-1 del L P ( ~  ,dok)- 
S'e supone l a  ex is tenc ia  de un nGmero rea l  v E ( 0 , l )  t a l  que Y E  > 0 ,  ex is  
- 
t e  y ( € ) > o  t q V  h>O se t iene  
k 
~n tbnces  u E L~ (R ,dok) y II uII g c (E ,V ll vll 
Pyak Psok 
Praposicidn 4: Con las notaciones del teorema 3, e x i s t e  v E (0,1) y 
Y r E ( 1 , ~ )  una constante y = (E , r )  > 0 t a l  que 4 f : R"+ C continua, a 
soporte compacto, poniendo 
V(X) =[hIe((lf lr) ( ~ ( x ) ) ]  r se t iene  
Demos-tracidn deZ teorema 3: 
Para poder apl  i ca r  e l  lema 4) a las  funciones u(x) y v(x)  def in idas por 
k (22) y (23) , sdlo  fa1 t a  probar que u (x) E L' (R ,ok) fuera de un compacto: 
S i  sop f C { x /  I x ~ < R )  sea x / I cp (x ) I>  2 R  entonces 
y entonces 
< c ll fllP < w pues t iene soporte compacto y es continua. P sok 
Ahora demos t ra remos $1 a des i gua 1 dad (24) 
f ( d x ) )  sup I IK(~P(x)-Y)  1 I f  (Y) 1dl.l 
€ > O  I y - ( ~ ( x ) I > e  
y E sop f 
9 I IK((P(x)-Y)I I f ( y ) l d l r g  I I K ( ( P ( ~ ) - Y ) ~  I f ( y ) /  dCc 
sop f 
, 2 I d x )  1 )  
La f i l t ima desigualdad v a l e  pues s o p f C B ( 9 ( x ) ,  I 9 ( x ) I + R )  Y 
' L  
y entonces \ I  
'I = ' 
C :  y por  t a n t o  v a l e  (24). 
Ahora e s t a m s  en l a s  h ipB tes i s  de l  lema 4  y  r e s u l t a  llullP G c  llvllP P 9 a,' Psak 
Tornando 1 c r < p, es to  se r radu te  en II T* fll G ~ l l f l l ~ , ~  P P,a 
Demostracidn deZ lema 4:  
Por t a n t o  
. . 
Pero o {x/u (x)  > A )  uk(K) + uk (X /U  (x)  > A n, CK) k 
En CK. p coinc ide  con una f del  ~ ~ ( 0 ~ )  :. 
Res tando resu i t a  
- .  Tomando l r m  para N + -  r e s u l t a  u E ~ P ( d o ~ ) y .  
Demostracibn d e  Za proposicih 4: 
Sea a = { X E R ~  / u(x)  > A )  a b i e r t o  y acotado 
a =  UQJ Qj cubos d i s j u n t o s  t a l e s  que s d ( ~ . )   ad(^ c S 2 ) 5 d ( ~ . )  
J j ' J 
d ( ~ . )  designa e l  didmetro de Q J j 
Sea E = { x E Q .  / u ( x ) > x  + E X )  y tomamos j t a l  que ex i s ta  j .  J 
E E Qj con v(P) < yX . Se quiere ver  que 
porque en tonces 
= (1-v) o (51) que es l o  que querfamos demostrar k 
Tomamos Q Sea x. E $2 que rea l i za  l a  d is tanc ia  de Q. a1 CQ . Sea 1 j J. J j 
t a l  que v ( ~ . ) C ~ ( v ( x . ) , l . )  1 mfnimo. 
J J J .  j 
Esto resu l ta  de l a  misma forma que en l a  demostraci6n del lema 1 
Por tanto 
Ahora queremos r a l r u l a r  T: f l ( q ( x ) ) .  
Por l a  hip6tesis ( I ) ,  dado Qj, ex is te  K.  t a l  que I K . ~  > v l ~ ~ I ~  J J 
t a l  que (P(K.) est5 contenida en l a  imagen de JI = A  0 L. J 
pues T: es arotado de  do^) en  do^) por teorema 2' y por tanto 0 A 
e l  teorema 1 nos d i r e  que 
T*: L r ( d d  -+ ~ ~ ( d a * )  es arotado P 
Entonces 
Por l a s  h i p 6 t e s i s  (1) hechas sobre p y l a  e l e c c i 6 n  de 1 j '  
I p ( y ) - p ( x j ) I  c I y - x j I  4 c 4 d j V y ~ Q  (d =d iSmQ.)  j j J 
Corn 1. e s  e l  m i n i m  r a d i o  t q  p(Q.)  C B ( P ( X . ) ,  I ), debe ser  de l a  forma 
J J J J  
' I  = I q ( y O )  - v ( x j )  1 para yo €5 . Por tanto, 
.I 
k k  k l j 5  c 4 d j  + l k C  c 4 d j  = c J  i d x = -  j ' .f H d x  4 H 
Qj Qj. , .  
<-  I \/ d e t  3pt3p ' dx = 7 t! IQ. I = C ~ Q .  I . H 
QJ Ok Ok 
0 sea 
1 k C c l Q . I  . V o l v i e n d o a  (28). 
J "k 
E e Sea y suf icienternente c h i c o  para que cy  C - y cry c ( ~ { ' r  - 
2 2 2 
* Sea R. C K. 
J J  R = { X E K ~  /TPfl(p(x)) > A  . Entonces j 2 
En tonces 
Por tanto t if .(p (x) ) < A + e A 
Pero E c Q \ (K \ R ) y entonces i j i i  
V v 
= Q 1 (1- - que es l o  que queriamos probar cambiando Y por - . 
k 2 2 
Eemplo: De una s u ~ e r f i c i e - q u e  curnple las  hipbtesis (1) del  t e o r e k  3 y 
que no es globalrnente l a  grdf ica de una funcibn de L ipschi tz  de R~ + R~ : 
Sea y (s) parame t r izado par long i tud de arc0 casi tipschitairma, (6 1 , con 
un punto doble 
Sea S una superf i c i e  de dim 2 en Il3 def in ida parame'tricamente por 
(t,s) $ (t, x(s) ,  y ( s ) )  
det  J q J P t =  1 
v~ 
son de L ipsch i tz ,  ,con constante 1 
La medida inducida por S pertenece a A pues l a  medida inducida por Y E A  
Mo se, puede obtener S corn l a  gra'f ica de una Lipschi  t z  de R2 en R3 pues 
t iene puntos dobles. 
Dado Q cub0 de R ~ ,  Q = Il x Ig . Corno y es casi Lipschitz dado 12, e x i  s t e  
I2 compact0 con l f 2 1  > v  If2/ V E  ( 0 ~ 1 )  \I una ) : R  ;R L ipsch i t z  t a l  que 
- 
sobre I2 )(s) =y ( s )  ) parametrizada por l kng i t ud  de arc0 .. 
Sobre K. p(s, t )  = (t,s, )(s)) gra'f i ca  de una L ipsch i tz .  
J 
V.  Operadores Maximales sobre super f ic ies  "arco cuerda": 
Andlogamente a l o  hecho en e l  pardgrafo I V ,  ahora estudiaremos l a  con - 
* 
t inu idad del operador maximal : LP (da) + L~ (do) donde a es l a  medida 
" integraci6n" sobre una superf i c i e  que cumple una condici6n 'larco-cuerda" 
3 
y ot ras  propiedades enunciadas en e l  lema 5. 
Por  las  condiciones impuestas a l a  superf i c i e ,  resul t a  a E X  y por tafl 
* 
to, se deduce del teorema 1 que T* : LP (do) + LP (dp) y Tp: LP (c) +LP (do) 
a 
son contfnuos. . 
Definicih 4: Dada una superf i c i e  s CR" , se d ice que sa t i s face  una con- 
d ic idn  mu-cuerda s i  ex i s te  e >O t a l  que s i  xo y x l  E S, ed(xo,xl) < 
< Ixo-xl 1 donde d(xo,xl) denota e l  i n f  irno de las  longitudes de l as  cur-  
vas sobre S que unen xo con x l  . 
I 
k Lana 5: . Sea cp R +R" , cp= (ql, ..., cp ) que sat isface n 
2) q es propia, l< j G n  i nyect i va 
y 'Jcp (x) es de rango k,p.p.x 
I <  i < k 
k 3). La super f i c ie  S def in ida  por cp ( s = ~ ( R  ) )  sat isfacen una condic idn 
dcp 4) Exis te  cl> 0 t a l  que cl< ( x O + a t ) l  Y a t a l  que la1 - 1  
Entonces l a  medida a def in ida como en (19) pertenece a Z . 
Demostracih: sop a = S sea yo E S yo =cp (xo) 
a ( ~ ( ~ ( x g ) , r ) )  = I da = I 4 det l q t  l c p  dx . Por l a  
B (cp (xo), r )  v-' (8 (cp (xo), r )  
h ipdtes is  4 ) \ / d e t  J P ~ S ~  Z c l  . Entonces 
(29) a(B(v(xO),r) 2 c l  p 1  ( ~ ( ( x ~ ) ,  r )  1 ( las  barras indican medi- 
k da de Lebesgue en R ) .  
S i  c es l a  constante de L ipsch i tz  de p , Ip(xO)  -p ( y )  19 c 1x0 - y l  
r Por tanto s i  i x o - y l  <-;- , entonces Icp(xo) -v (Y)  I G r 0 sea 
r - 1 
~ ( x ~ , ~ )  c cp (B (~ (xo )  , r ) )  
Vol viendo a (29) 
, 
Por o t r o  lado, hay que ver que o~ A 
. Primero vea-mos que cp sat is face 
En efecto, por l a  hip6tesi.s 3)  
e Icp(xl) -P(xo)  1 > .f,b 1 %  ( x ( t ) )  I d t  para'alguna c u r w  x ( t )  parametri-  
zada por long i  tud de arc0 t a l  que x(a) = xo y  x(b) = x l  
Por l a  h ip6tes is  4) 1 %  ( x ( t ) )  l a c l  . Entonces 
Icp(xl)-cp(xo)I > C I  ( b - a ) 2 c 1  IxO-xlI pues ( b - a )  es l a  long i tud  del 
arc0 de xo a x l  que es mayor o  igual  que l a  cuerda y  resu l ta  (31). 
Para ver que ~ E A  . Tomarnos ~ (yg ' , r )  . S i  B(y0,r) n S = @  , 
a(B(yo,S)) = 0 . S i  ex is te  y l  E B(y0,r) n S entonces y l  =cp(xl) Y 
~ ( ~ 0 , r )  C B(cp(xl), 2 r ) .  Por tanto 
. u(B(y0,r)) o ( ~ ( l p ( x ~ ) ,  2r )  = I \/ det ~p~ JV dx 
- c p  , ' 2 r )  
(30) y (32) implican que a s Z  
k Teorema 4: Sea cp : R +R" que sa t i s face  l as  h ip6 tes is  del lema 5. a es 
k l a  medida de f in ida  corn en (19) con soporte en S=P(R ) K ~ C ~ ( R ~ - { O ) )  im-
par y homog6neo de grado-k. Entonces, definiendo 
T;~(X)= sup I I K(X-y) f (y) doy resul  t a  
E > O  Ix-yI>e 
T: : LP (do) + LP (db) es continuo 4t 1< p< . 
* 
Adeds, Y p c A  resu l ta  To k : L' (do) + LP (dp) y T; : LP (dp) + LP (do) 'sbn 
continuos. 
Dembstmcibn: S6lo hay que demostrar (33) pues l a  o t r a  par te  del enuncia- 
do es consecuencia inmediata del lema 5 y del teorema 1. 
k+n Sea $ ( x ) = ( x , t ~ ( x ) )  y s i  w = (X,Y) e R , L(w) = k(y)  
k+n % es impa r, homoggnea de -k  y cm(R - {  0)) . 
s i wl = G.(xl) : pues sobre sup dau2 $2 (a ( x i )  -: 6 ( ~ 2 )  = 1 
sea x = c (xK) 
I 
T; f ( x )  = SUP I I K(X-Y) f (y)doyl  = sup I I K ( ~ ( x ~ ) + ( Y ~ ) ) ~ ~ ( Y ~ ) ) .  
€ ?  0 C >O I X-Y I >E r-l ( l x - y l>s )  
7 .. . ( ) J d e r g c d y  I . - det  Jlp - C dyK I I k(xk-yk, 'P (xk) -V (Yk) )F(Yk4' Yk k 
q- l  ( l x - y I>€ )  
(xk) -c(yk)) T(yk,c(yk) Jdet.. J d e t c  dyk.l= 
ddet yetye 
2 2 2 2 
c, lr (yk) - 7 (xk) I + IP (Yk) - (xk) I = (cl I'P (xk) (yk) I . La de - 
s igualdad es consecuencia de 3 1 ) .  
Entonces 
- Jdet Jcpt d q  Jdet Gt J; + 
I L B I  
i d e t  JcpC Jcp 
+ sup Ii(($(yk)-+(xk) I ' I f ( i ( y k ) ) l  ddet et 7y  .. Jdet dyk 
E >  0 B J G F G  
de e s t a  desigualdad y l a s  acotaciones que cumple 
Jdet resul t a  
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